Стандартный и сингулярный вейвлет-анализ by V. Romanchak M. et al.
DATA  PROCESSING  AND  DECISION-MAKING 39
4, 2020  SYSTEM ANALYSIS AND APPLIED INFORMATION SCIENCE
УДК 517.5
В. М. РОМАНЧАК, М. А. ГУНДИНА











Анализ сигнала производят путем разло-
жения исходного сигнала на более простые 
составляющие. Сигнал может быть выражен 
в виде суммы синусоид. Каждая синусоида 
характеризуется частотой, начальной фазой, 
амплитудой [1]. Достоинством такого разло-
жения является возможность придать физи-
ческий и геометрический смысл полученным 
результатам. Например, нота в музыке явля-
ется синусоидой с определённой частотой 
и амплитудой. Синусоиду можно изобразить 
графически.
В настоящее время популярной темой 
многих научных и инженерных исследований 
стали вейвлеты. Известно, что вейвлет –  это 
класс особых функций, определенных с точ-
ностью до масштаба и сдвига. Одно из пер-
вых упоминаний о вейвлетах появилось в ли-
тературе по цифровой обработке и анализу 
сейсмических сигналов в работах А. Гросс-
мана и Ж. Морле [2–4]. Такие вейвлеты на-
поминают по форме затухающую синусоиду 
и в данной работе называются стандартными. 
Вейвлет- преобразование разбивает множество 
данных на составляющие с разными масшта-
бами и сдвигами. При этом теряется возмож-
ность простой интерпретации полученных 
результатов.
Сингулярные вейвлеты впервые рассма-
тривались в работах [5–7]. Сингулярные вейв-
леты по форме напоминают дельта- образную 
функцию. С помощью сингулярных вейвлетов 
может быть решена задача сглаживания экспе-
риментальных данных. Целью работы являет-
ся изучение возможности фильтрации сигнала 
с помощью сингулярных вейвлетов.
С физической точки зрения цифровая 
фильтрация –  это выделение в определенном 
частотном диапазоне с помощью цифровых 
методов полезного сигнала на фоне мешаю-
щих помех. В работе сформулировано пред-
положение, что при анализе периодического 
сигнала применение классических вейвлетов 
может носить вспомогательный характер. Ос-
новным инструментом в прикладных иссле-
дованиях такого характера остается преоб-
разование Фурье. В этом случае сохраняется 
возможность естественной интерпретации 
результатов исследования. Чтобы убрать из 
сигнала высокочастотный шум и непериодиче-
скую составляющую предлагается применять 
сингулярные вейвлеты.
Преобразование Фурье
Процесс преобразования сигналов назы-
вается фильтрацией. Фильтрацию можно осу-
ществить с помощью ряда Фурье и вейвлет- 
преобразования. Математической основой 
спектрального анализа Фурье является преоб-
разование Фурье и ряды Фурье.
Преобразование Фурье является скаляр-
ным произведение функции f(x) и комплексной 
экспоненты exp(iλx), где λ –  частота колебаний. 
Преобразование Фурье является функцией ча-
стоты λ и задается следующей формулой:
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Аппарат Фурье-преобразований дает до-
статочно простые для расчетов формулы и про-
зрачную интерпретацию результатов, но не 
лишен и некоторых недостатков. Чтобы приме-
нять спектральный анализ Фурье желательно 
сигнал представить в виде суммы периодиче-
ской, случайной и трендовой компоненты [8].
Вейвлет- преобразование
Подобно тому, как в основе аппарата пре-
образований Фурье лежит единственная функ-
ция, так и вейвлет- преобразование строится на 
основе единственной базисной функции ψ(x). 
Например, вейвлет Морле имеет вид:
.
На рис. 1 представлен график вейвлета 
Морле.
Рис. 1.  График вейвлета Морле
Вейвлет- преобразование строится с помо-
щью вейвлета ψ(t) с произвольными значения-
ми масштабного коэффициента a и параметра 
сдвига b:
.
Традиционно считается, что вейвлет- 
преобразование является хорошей альтерна-
тивой преобразованию Фурье. С помощью 
вейвлет- преобразования можно найти низкоча-
стотные и высокочастотные характеристики сиг-
нала. Иногда вейвлет- анализ сравнивают с «ма-
тематическим микроскопом», который позво-
ляет проанализировать сложный сигнал. Вейв-
леты широко используются в самых различных 
областях знаний [2–4]. Но некоторые специ-
алисты считают, что публикации по вейвлетам 
в прикладных исследованиях имеют низкую ин-
формационную ценность, в работах отсутствует 
статистическое обоснование результатов и выво-
дов [8–9]. И для определенного класса задач та-
кое мнение можно считать верным. Возможное 
объяснение состоит в том, что фундаментальная 
теория вейвлет- анализа столкнулась с трудно-
стями, которые, насколько нам известно, не наш-
ли отражения в теоретических работах посвя-
щенных вейвлетам. Трудности обусловлены тем, 
что в прикладных исследованиях интерпретация 
результатов вейвлет- анализа, в отличие от ана-
лиза Фурье, является сложной проблемой [10]. 
Поэтому в данной работе предлагается алгоритм 
обработки экспериментальных данных, резуль-
таты которого сводятся к анализу Фурье. Алго-
ритм состоит из двух частей. Вначале осущест-
вляется предварительная фильтрация сигнала. 
Далее отфильтрованный сигнал анализируется 
с применением спектрального анализа Фурье. 
Для решения первой задачи применяются сингу-
лярные вейвлеты, которые позволяют избежать 
амплитудных искажений сигнала. Теперь пояс-
ним почему сложно понять и почему ошибочна 
интерпретация вейвлет- преобразования как ана-
лога и альтернативы для спектрального анализа 
методом преобразования Фурье.
Недостатки классических вейвлетов
Преобразование Фурье является проек-
цией функции f(x) на комплексные экспонен-
ты exp(iλx), где λ –  частота колебаний. Спектр 
Фурье допускает простую физическую интер-
претацию. Чем модуль коэффициента Фурье 
больше, тем амплитуда колебаний больше. Ана-
логично коэффициент вейвлет- преобразования 
W(a,  b) является проекцией сигнала на ба-
зисный вейвлет. Чем коэффициент больше, 
тем ближе сигнал напоминает по форме вейв-
лет. Таким образом вейвлет- преобразование 
и преобразование Фурье имеют общую ма-
тематическую основу. Однако нельзя рас-
сматривать вейвлет преобразование как ана-
лог спектрального анализа. Это означает, что 
нельзя объяснять вейвлет- преобразование 
в терминах анализа Фурье. Например, вы-
полним вейвлет- преобразование для сигнала 
S(x) = sin(x) + sin(5x), используя вейвлет Морле. 
Из рис. 2 следует, что вейвлет- преобразование 
позволяет правильно оценить наличие пери-
одических составляющих в анализируемом 
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сигнале. Но неспециалисту трудно понять, по-
чему амплитуды сигналов на рис. 2 значитель-
но отличаются. Поэтому ошибочно считать, что 
«вейвлет- спектрограммы намного более инфор-
мативны, чем обычные фурье- спектрограммы» 
[4]. Этот пример подтверждает, что существен-
ным недостатком вейвлет- преобразования яв-
ляется сложная интерпретация получаемых 
численных значений. Кроме того, результаты 
использования вейвлетов различного масшта-
ба и частоты плохо сопоставимы между собой 
из-за неконтролируемого изменения частотных 
и амплитудных характеристик сигнала. Чтобы 
уточнить результаты вейвлет- анализа в некото-
рых случаях можно дополнительно провести 
спектральный анализ сигнала. Для этого пред-
лагается выполнить предварительную фильтра-
цию сигнала, используя сингулярные вейвлеты.
Сингулярные вейвлеты
Пусть существует среднее значение вейв-
лета на числовой оси:
,
Для классического вейвлета считается, что 
для базисного вейвлета должно выполняться 
условие допустимости: среднее значение вейв-
лета должно равняться нулю: Сψ = 0. Для син-
гулярного вейвлета удобно считать, что сред-
нее значение равно единице: Сψ = 1. Например, 
в качестве базисного вейвлета ψ(t) можно ис-
пользовать дельта- образную функцию нор-
мального распределения. График такого вейв-
лета представлен на рис. 3.
Рис. 3.   График вейвлета Гаусса 
 , ,
Пусть ψ(t) –  сингулярный вейвлет. Для 
функции f(x) справедливо следующее вейвлет- 
разложение [5]:
  (1)
где ak = α2-k, α –  постоянная; дискретное 
вейвлет- преобразование  вычисля-ется по формуле:
причем коэффициенты вейвлет- преобра-
зований находятся по схеме:
, 
; j =1, …, n; k –  порядковый 
номер вейвлет- преобразования, k = 0, 1, 2, …, K, 
K  ≥ 1; K –  порядок приближения; FK+1(x) – 
остаточный член (погрешность аппроксима-
ции); f(xi) –  заданные дискретные значения. 
В сумме (1) участвуют слагаемые с последова-
тельно уменьшающимися значениями масшта-
ба ak.. Для спектрального анализа из суммы (1) 
можно отбросить слагаемые с очень малыми 
и большими значениями масштаба. С этой це-
лью будем рассматривать функцию:
а
б
Рис. 2.  Графическое представление сигнала
а –  исходный и обработанный сигнал, 
б –  W(1, b), W(5, b)
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 , (2)
где ak = α2-k, α –  постоянная; m, n –  целые 
числа, для которых выполняется неравенство 
K ≥ n ≥ m > 0. Функция (2) фактически слу-
жит фильтром, который позволяет в некоторых 
случаях выполнить полосовую фильтрацию.
Пример. Покажем, как предлагаемый 
алгоритм может служить дополнением 
к вейвлет- анализу сигнала. В качестве при-
мера проведем анализ солнечной активности, 
показателем которой служит среднегодовое 
число пятен на Солнце. График изменения 
числа пятен за последние 50 лет имеет пе-
риод, который охватывает приблизительно 
11 лет. Стандартное вейвлет-преобразование 
проектирует одномерный сигнал (который 
был функцией только времени) на плоскость 
время-масштаб. На вейвлет- плоскости один-
надцатилетнему циклу соответствуют темные 
и светлые пятна, распределенные вертикально 
в левой части рис. 4.
Рис.  4 демонстрирует преимущество вейв-
лет- ана ли за перед анализом Фурье в случае 
нестационарного сигнала. На рисунке видно 
изменение сигнала по времени. Такой инфор-
мации не содержит преобразование Фурье. 
Частотный анализ сигнала проведем, вы-
полнив предварительную фильтрацию сиг-
нала используя формулу (2) с параметрами 
m = 2, n = 4, α =1.
Спектральная диаграмма амплитуд со-
держит амплитуды всех гармоник, из кото-
рых складывается сигнал. Таким образом, 
преобразование Фурье дополняет результаты 
вейвлет- анализа.
На рис. 5 видны амплитуды гармоник, 
которые соответствуют примерно 11-летне-
му периоду колебаний солнечной активности 
в течение последних 128 лет, также можно об-
наружить небольшие периодические колеба-




Рис. 5.   Спектр Фурье  
отфильтрованного и остаточного сигнала
Выводы
В некоторых случаях для анализа сигнала 
можно применить предварительную фильтра-
цию сигнала, используя сингулярные вейвле-
ты. После предварительной фильтрации мож-
но выполнить спектральный анализ сигнала. 
Такой подход удобно применять в сочетании 
с классическим вейвлет- анализом.
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the periodic component of  the  signal, along with wavelet analysis,  it  is proposed  to perform spectral analysis. To do  this, 
pre-filtering is performed using singular wavelets. This approach can significantly complement classical wavelet analysis.
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